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Abstract

A thin-walled spherical shell, simply supported at one edge and closed by rigid diaphragm at the second edge, is 
subjected to acting of uniformly distributed surface load along parallel direction. The loading value increases linearly 
with time. The problem of dynamic stability of the shell is investigated. The set of equations describing the problem 
consists of nonlinear dynamic equilibrium equation and of nonlinear strain inseparability equation. Both the 
equations are solved by Bubnov-Galerkin method, assuming previously forms of deflection function and force function 
which fulfils  the boundary conditions. The result of inseparability equation solving is delimitation of unknown 
coefficient of the force function. The solution of the equilibrium equation leads to the differential equation of the shell 
motion. This equation defines the relation between dimensionless amplitude of the deflection function and the load 
parameter. Coefficients of the equation have very complicated and extended form. The equation is finaly solved by 
numerical Runge-Kutta method with previous calculation of the coefficient values and assuming the starting 
conditions of the problem. The results of the final solution are presented in the form of graphs: dimensionless 
amplitude vs. dimensionless time. They make the base to specify the critical  load value taking into account required 
stability criterion. 
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DYNAMICZNE ZAGADNIENIE STATECZNO CI POW OKI KULISTEJ 
OBCI ONEJ RÓWNOMIERNIE ROZ O ON  SI

POWIERZCHNIOW  O KIERUNKU RÓWNOLE NIKOWYM

Streszczenie

Cienko cienna pow oka kulista jest podparta przegubowo na jednym brzegu, a na drugim zamkni ta przepon
sztywn  w swojej p aszczy nie. Pow oka jest obci ona równomiernie roz o on  si  powierzchniow  o kierunku 
równole nikowym, przy  czym obci enie to ro nie liniowo w czasie.  Rozpatruje si  zagadnienie stateczno ci
dynamicznej pow oki. Uk ad równa  zagadnienia tworz  nieliniowe równanie równowagi dynamicznej oraz 
nieliniowe równanie nierozdzielno ci. Oba równania rozwi zuje si  metod  Bubnowa-Galerkina, przyjmuj c
uprzednio posta  funkcji ugi cia i funkcji si , spe niaj ce warunki brzegowe. Efektem rozwi zania równania 
nierozdzielno ci jest wyznaczenie nieznanego wspó czynnika tej funkcji. Rozwi zanie równania równowagi 
dynamicznej prowadzi do równania ró niczkowego ruchu pow oki, maj cego posta  zwi zku mi dzy bezwymiarow
amplitud  funkcji ugi cia a parametrem obci enia; wspó czynniki równania maj  bardzo z o on  i rozbudowan
posta . Równanie to rozwi zuje si  metod  Runge-Kutta, po uprzednim wyznaczeniu warto ci jego wspó czynników      
i przyj ciu warunków pocz tkowych zagadnienia. Wyniki rozwi zania maj  posta  wykresów we wspó rz dnych
bezwymiarowa amplituda – bezwymiarowy czas.  Na ich podstawie okre la si  - oparte o przyj te kryterium utraty 
stateczno ci – obci enie krytyczne.  
S owa kluczowe: stateczno  dynamiczna, nieliniowo  geometryczna, pow oka kulista, równole nikowa si a

powierzchniowa 
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1. Wst p

Cienko cienna pow oka kulista, która jest przedmiotem analizy, jest pokazana na rysunku 1. 
Górny jej brzeg jest podparty przegubowo, za  dolny jest zamkni ty przepon  sztywn  w swojej 
p aszczy nie.  Rozpatrywane jest dynamiczne zagadnienie utraty stateczno ci pow oki obci onej 
równomiernie roz o on  si  powierzchniow  o kierunku równole nikowym; si a ta jest liniow
funkcj  czasu. Do rozwi zania problemu wykorzystano  nieliniowe równania stateczno ci, podane 
w monografii [1], z których jedno (równanie równowagi) poszerzono  o cz on bezw adno ciowy. 
Uk ad tych równa  rozwi zywano metod  Bubnowa- Galerkina, zak adaj c najpierw postacie 
funkcji ugi cia po utracie stateczno ci i funkcji si , natomiast otrzymane ostatecznie równanie 
ró niczkowe ruchu pow oki metod  Runge-Kutta. Rozwi zania równania ruchu uzyskiwano w 
postaci wykresów we wspó rz dnych bezwymiarowa amplituda funkcji ugi cia – bezwymiarowy 
czas.
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Rys. 1. Schemat pow oki
Fig. 1.  Scheme of the shell  

2. Równania zagadnienia stateczno ci dynamicznej 

Uk ad równa  stateczno ci ma nast puj c  posta :
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- si y stanu krytycznego, STi ,
g  - masa w a ciwa materia u pow oki,

       t – czas. 
Zmiany krzywizn i skr cenie powierzchni pow oki kulistej s  nast puj cymi funkcjami 

ugi cia:
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Si y stanu krytycznego  zale  w nast puj cy sposób od funkcji si :
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Si a styczna stanu przedkrytycznego ma posta :
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Zmiany krzywizn (3) i si y przekrojowe (4), (5) nale y wprowadzi  do równa  (1) i (2). 
Otrzymujemy wtedy uk ad nieliniowych równa  ró niczkowych cz stkowych ze wzgl du na w i

.

3. Rozwi zanie równa  stateczno ci dynamicznej 

Równania stateczno ci dynamicznej rozwi zywano metod  Bubnowa-Galerkina. Poci ga o to 
za sob  konieczno  przyj cia postaci funkcji ugi cia i funkcji si  spe niaj cych  w miar
mo liwo ci wszystkie warunki brzegowe zagadnienia. Na brzegach pow oki mamy nast puj ce
warunki brzegowe: 
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Przyj to funkcje si  i ugi cia o postaci: 
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gdzie:  b   - sta a,
 - amplituda funkcji ugi cia zale na od czasu, ta

m  - liczba ca kowita.
Funkcja ugi cia (9) spe nia ci le  pierwsze z warunków (6) i (7), drugie natomiast w sensie 

ca kowym. Funkcja si  spe nia trzecie warunki na obu brzegach z dok adno ci  do sta ej. Oba 
warunki na si  normaln  spe nione s  w sensie ca kowym. 1T

Równanie nierozdzielno ci (1) rozwi zywano metod  Bubnowa-Galerkina. Funkcja 
podlegaj ca ortogonalizacji ma wtedy posta :
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natomiast warunek ortogonalizacji 
0,, AdfF

A

,                                                 (10) 

gdzie: ,f  - czynnik ortogonalizuj cy, którym jest prawa strona równania (8) bez  
                            wspó czynnika b,

A – powierzchnia rodkowa pow oki.
Warunek ortogonalizacji przedstawia si  ostatecznie nast puj co:
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Wynikiem rozwini cia warunku (11) jest równanie algebraiczne, z którego wyznacza si
wspó czynnik funkcji si . Przedstawia go wyra enie: 

taHhEb 2 ,                                                         (12) 

gdzie: H - sta a zawieraj ca 1  i liczb m.
Rozwi zanie równania (1) ma ostatecznie posta :

222 sinsin2 mHtahE .                                    (13)

Zastosowanie metody Bubnowa-Galerkina do równania równowagi dynamicznej (2) wymaga 
oznaczenia jego lewej strony jako funkcji podlegaj cej ortogonalizacji i zapisania warunku 
ortogonalizacji. Funkcja podlegaj ca ortogonalizacji to: 
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warunek ortogonalizacji ma posta :
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przy czym ,g  jest czynnikiem ortogonalizuj cym odpowiadaj cym prawej stronie funkcji 
ugi cia (9). Ostatecznie warunek ortogonalizacji przedstawia si  nast puj co:
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Rozwi zanie warunku ortogonalizacyjnego (14) prowadzi do nast puj cego równania 
ró niczkowego ruchu pow oki:
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 gdzie: 
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 - sta e zale ne od k taiL 1 ,  liczby m i liczby Poissona. 
Obci enie pow oki, czyli równole nikowa si a powierzchniowa, zmienia si  w czasie. 

Przyj to, e bezwymiarowy parametr obci enia powierzchniowego  jest nast puj c  funkcj
czasu:

cs ,                                                                 (16) 
gdzie: c  -  pr dko  obci enia. 

Równanie ruchu pow oki mo na rozwi za  tylko w sposób przybli ony. Wykorzystano do tego 
celu metod  Runge-Kutta. Stosowano warunki pocz tkowe:
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 4.  Przyk ad liczbowy  i  wnioski 

Do rozwi zania metod  Runge-Kutta równania ruchu pow oki (15) potrzebne s  warto ci
sta ych . Warto ci tych sta ych dla wybranych warto ciiL 1  przy  = 0,3 podano w  tablicy 1. 
Nale y zaznaczy , e równanie (17) nie ma rozwi za  dla 1  o warto ciach 145,103,6 , co 
wynika z przyj tej postaci funkcji ugi cia i funkcji si .

Celem rozwi zania zagadnienia stateczno ci jest wyznaczenie obci enia krytycznego. Przyj to 
nast puj ce kryterium utraty stateczno ci [2] : pow oka traci stateczno , gdy bezwymiarowa 
amplituda ugi cia osi ga warto  odpowiadaj c  grubo ci, czyli przy 1. Obci enie krytyczne 
jest wtedy okre lane nast puj co:

krkr cs ,                                                          (18) 
gdzie: kr -  czas krytyczny. 
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Rys. 2. Sposób wyznaczania kr
Fig. 2. Geometric illustration of the critical time 
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     Czas krytyczny wyznacza si  z  wykresów we wspó rz dnych , uzyskiwanych z 
rozwi za  równania (15) przy ustalonych wymiarach pow oki, dla ró nych warto ci liczby m. Jest 
to najkrótszy czas  potrzebny do osi gni cia przez bezwymiarow  amplitud  ugi cia warto ci 
równej 1. Warto  liczby m wyznaczaj ca czas krytyczny to warto  krytyczna tej liczby - ;
liczba ta okre la form  utraty stateczno ci. Sposób wyznaczania czasu krytycznego pokazano na 
rysunku 2. 

krm

Tab. 1. Wspó czynniki równania ruchu 
Tab. 1. The coefficients of the equation of motion 

1L 2L 3L
m

121 51 121 51 121 51

1 2,77314 7,73561 2,31230 2,70956 0,0709104 0,0445073
2 5,38475 11,7654 4,62460 5,41913 0,0920874 0,103314
3 14,7143 22,9132 6,93691 8,12870 0,0923376 0,110917
4 38,2273 47,8263 9,24921 10,8382 0,0922528 0,113219
5 86,3751 95,8107 11,5615 13,5478 0,0921870 0,114221
6 172,595 178,831 13,8738 16,2574 0,0921445 0,114747
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Rys. 3. Przebieg zjawiska przy  c = 0,01 
Fig. 3. Dynamical path of motion  (c = 0,01) 

     Na rysunkach  3 i 4 pokazano rozwi zania równania (17) dla ró nych pr dko ci obci enia
(rozwi zania pokazane na rysunkach 2, 3 i 4 sporz dzono dla 121  i ; warto ci
liczby m podane na tych rysunkach to warto ci ). Jak z rysunku 3 wida  proces utraty 
stateczno ci przy  pr dko ci   rozpoczyna si  drganiami o wzrastaj cej stopniowo 
amplitudzie. Gdy amplituda osi gnie  potrzebn  warto  nast puje jej gwa towny wzrost  

05,0of

krm

01,0c
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i pow oka traci stateczno  zgodnie z przyj tym kryterium. Po okresie gwa townego wzrostu 
amplitudy pow oka ponownie wpada w drgania; s  to drgania nieliniowe. Podobnie zjawisko 
przebiega przy . Nieco odmiennie przedstawia si  to przy pr dko ci . Ruch jest tu 
na pocz tku ruchem nieokresowym (rys. 4), potem nast puje gwa towny wzrost ugi cia pow oki
i  utrata stateczno ci, a nast pnie pojawiaj  si  nieliniowe drgania.
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Rys. 4. Przebieg zjawiska przy c = 1,0 
Fig. 4. Dynamical path of the motion (c = 1,0) 

    Aby oceni  wp yw wymiarów pow oki oraz pr dko ci obci enia na warto  obci enia 
krytycznego rozwi zywano równanie (15) dla ró nych warto ci tych wielko ci. Wyniki oblicze
zamieszczono w tablic 2  (liczby stoj ce w nawiasach przy warto ciach momentów krytycznych to 
liczby )krm

Tab. 2. Warto ci obci e  krytycznych ( 05,0of )
Tab. 2. Values of the critical load  ( 05,0of )

krs

1 c= 0,01 c = 0,1 C =1,0 
12 1,20 (2) 1,34 (2) 1,92 (2) 

5 2,21 (2) 2,34 (2) 2,86 (2) 
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Z porównania warto ci bezwymiarowego parametru obci enia krytycznego zamieszczonych 
w tablic 2  wynikaj  nast puj ce wnioski: 

- warto  obci enia krytycznego wzrasta wraz ze wzrostem pr dko ci obci enia,
- wzrost k ta 1  zwi ksza odporno  pow oki na utrat  stateczno ci.
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