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Abstract

A thin-walled spherical shell, simply supported at one edge and closed by rigid diaphragm at the second edge, is
subjected to acting of uniformly distributed surface load along parallel direction. The loading value increases linearly
with time. The problem of dynamic stability of the shell is investigated. The set of equations describing the problem
consists of nonlinear dynamic equilibrium equation and of nonlinear strain inseparability equation. Both the
equations are solved by Bubnov-Galerkin method, assuming previously forms of deflection function and force function
which fulfils the boundary conditions. The result of inseparability equation solving is delimitation of unknown
coefficient of the force function. The solution of the equilibrium equation leads to the differential equation of the shell
motion. This equation defines the relation between dimensionless amplitude of the deflection function and the load
parameter. Coefficients of the equation have very complicated and extended form. The equation is finaly solved by
numerical Runge-Kutta method with previous calculation of the coefficient values and assuming the starting
conditions of the problem. The results of the final solution are presented in the form of graphs: dimensionless
amplitude vs. dimensionless time. They make the base to specify the critical load value taking into account required
stability criterion.
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DYNAMICZNE ZAGADNIENIE STATECZNOSCI POWLOKI KULISTE]
OBCIAZONEJ ROWNOMIERNIE ROZLOZONA SILA
POWIERZCHNIOWA O KIERUNKU ROWNOLEZNIKOWYM

Streszczenie

Cienkoscienna pow/oka kulista jest podparta przegubowo na jednym brzegu, a na drugim zamknieta przepong
sztywng w swojej pfaszczyznie. Pow/oka jest obcigzona réwnomiernie roz/ozong silq powierzchniowg o kierunku
réwnoleznikowym, przy czym obcigzenie to rosnie liniowo w czasie. Rozpatruje si¢ zagadnienie statecznosci
dynamicznej pow/oki. Uk/ad réwnaz zagadnienia tworzg nieliniowe réwnanie réwnowagi dynamicznej oraz
nieliniowe réwnanie nierozdzielnosci. Oba rdwnania rozwiqzuje sie metodg Bubnowa-Galerkina, przyjmujgc
uprzednio posta¢ funkcji ugiecia i funkcji si/, spe/niajgce warunki brzegowe. Efektem rozwigzania rdwnania
nierozdzielnosci jest wyznaczenie nieznanego wspo/czynnika tej funkcji. Rozwigzanie réwnania réwnowagi
dynamicznej prowadzi do réwnania rozniczkowego ruchu pow/oki, majgcego posta¢ zwigzku miedzy bezwymiarowg
amplitudg funkcji ugiecia a parametrem obcigzenia; wspé/czynniki réwnania majq bardzo z/ozong i rozbudowang
posta¢. Réwnanie to rozwigzuje sie metodg Runge-Kutta, po uprzednim wyznaczeniu wartosci jego wspoZczynnikow
i przyjeciu warunkéw poczgtkowych zagadnienia. Wyniki rozwigzania majq posta¢ wykresow we wsp6/rzednych
bezwymiarowa amplituda — bezwymiarowy czas. Na ich podstawie okresla sie - oparte o przyjete kryterium utraty
statecznosci — obcigzenie krytyczne.

Stowa kluczowe: statecznos¢ dynamiczna, nieliniowos¢ geometryczna, pow/oka kulista, réwnoleznikowa sifa
powierzchniowa
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1. Wstep

Cienkoscienna powtoka kulista, ktora jest przedmiotem analizy, jest pokazana na rysunku 1.
Gorny jej brzeg jest podparty przegubowo, zas dolny jest zamknigty przepona sztywna w swojej
ptaszczyznie. Rozpatrywane jest dynamiczne zagadnienie utraty statecznosci powtoki obciazonej
rownomiernie roztozona sita powierzchniowa o kierunku rownoleznikowym; sita ta jest liniowa
funkcja czasu. Do rozwiazania problemu wykorzystano nieliniowe rownania statecznosci, podane
w monografii [1], z ktérych jedno (réwnanie rownowagi) poszerzono 0 czton bezwitadnosciowy.
Uktad tych rownan rozwiazywano metoda Bubnowa- Galerkina, zaktadajac najpierw postacie
funkcji ugigcia po utracie statecznosci i funkcji sit, natomiast otrzymane ostatecznie rownanie
rozniczkowe ruchu powtoki metoda Runge-Kutta. Rozwigzania réwnania ruchu uzyskiwano w
postaci wykresdw we wspoétrzednych bezwymiarowa amplituda funkcji ugigcia — bezwymiarowy
czas.
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Rys. 1. Schemat pow/oki
Fig. 1. Scheme of the shell

2. Rbwnania zagadnienia statecznosci dynamicznej

Uktad rownan statecznosci ma nastgpujaca postac:
22 2
VIViY = E h(K12_K11K22_K11k22_K22kll)’ 1)

2
gdzie: V¥ - funkcja sit,
w — funkcja ugigcia po utracie statecznosci,
2 2
szi2 ctgei+ 0 -+ _12 0 At
R 00 060° sin“00op
ki; - gtowne krzywizny,
Kii »K1o - zmiany krzywizn i skrecenie powierzchni,
3

E .. .
D= - sztywnos¢ zginania powtoki,
120—12) W J P

S - sita styczna stanu przedkrytycznego,
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T, , S - sity stanu krytycznego,
7/9 - masa wiasciwa materiatu powtoki,

t — czas.
Zmiany krzywizn i skrecenie powierzchni powtoki kulistej sa nastepujacymi funkcjami
ugigcia:

2 2 2
K= 19 W,Kzzz—i[_l 0 W+ctgea_wj,K12:—R21_ 6’(ctgaaw o w J 3)
sin

" R2 067 R2{sin20 0¢? 00 29 0po0
Sity stanu krytycznego zaleza w nastepujacy sposéb od funkc;ji sit:
2 2 2
leiz _12 ov fwtgea—q’ ,Tzziza LE,S: 21_ ctg ov_ow .4
R°{sin“@ o¢ 00 R° 060 Rsing op 0@ol
Sita styczna stanu przedkrytycznego ma postac:

§os, R0-01 —O,5(sm220—sm291). )
2sin“ 0
Zmiany krzywizn (3) i sity przekrojowe (4), (5) nalezy wprowadzi¢ do réwnan (1) i (2).
Otrzymujemy wtedy uktad nieliniowych réwnan rézniczkowych czastkowych ze wzgledu na w i
VY.

3. Rozwiazanie réwnan statecznosci dynamicznej

Rownania statecznosci dynamicznej rozwiazywano metoda Bubnowa-Galerkina. Pociagato to
za soba koniecznos¢ przyjecia postaci funkcji ugiecia i funkcji sit spetniajacych w miarg
mozliwosci wszystkie warunki brzegowe zagadnienia. Na brzegach powtoki mamy nastgpujace
warunki brzegowe:

0=0,; w=0, M, =0, S=0, T, =0, (6)
=70, w=0, M, =0, S=s,R 721 +23'”291 T,=0. )
2sin“ 6,
Przyjeto funkcje sit i ugiecia o postaci:
¥ =b(p-2xsin® me)sin? o, (8)
w=a(t)sin (0-4) sin M+m¢) sin? 6, (9)
7Z'—201 7Z'—201

gdzie: b - stala,
a(t) - amplituda funkcji ugiecia zalezna od czasu,
m - liczba catkowita.
Funkcja ugigcia (9) spetnia scisle pierwsze z warunkow (6) i (7), drugie natomiast w sensie
catkowym. Funkcja sit spetnia trzecie warunki na obu brzegach z doktadnoscia do statej. Oba
warunki na sit¢ normalna T, spetnione sa w sensie catkowym.

Réwnanie nierozdzielnosci (1) rozwiazywano metoda Bubnowa-Galerkina. Funkcja
podlegajaca ortogonalizacji ma wtedy postac:

F(Ga(ﬁ): VEVEY - Eh (’(iz_’fn’fzz_’fn Ky =% 5 kll)v
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natomiast warunek ortogonalizacji
[F(0.9) f(0.0) d A=0, (10)
A

gdzie: f (8, ¢) - czynnik ortogonalizujacy, ktérym jest prawa strona réwnania (8) bez
wspodtczynnika b,
A — powierzchnia srodkowa powtoki.
Warunek ortogonalizacji przedstawia si¢ ostatecznie nastepujaco:
7[—01 2
[ [F0.0)lp-27sin? my)sin® 0 do dp=0, (11)

Wynikiem rozwinigcia warunku (11) jest rownanie algebraiczne, z ktérego wyznacza si¢
wspotczynnik funkcji sit V. Przedstawia go wyrazenie:

b=Eh Ha?(t), (12)

gdzie: H - stata zawierajaca @, i liczbe m.
Rozwiazanie rownania (1) ma ostatecznie posta¢:
Y=Eha?(t)H (go—27zsin2 m(p)sinze. (13)

Zastosowanie metody Bubnowa-Galerkina do réwnania réwnowagi dynamicznej (2) wymaga
oznaczenia jego lewej strony jako funkcji podlegajacej ortogonalizacji i zapisania warunku
ortogonalizacji. Funkcja podlegajaca ortogonalizacji to:

_ h 2
G(H,(D) = DVZ VZ wW+2S K12 +T1 (kll +K11)+28 K12 +T2 (k22 +K22)+7/—a ;N,
g ot

warunek ortogonalizacji ma postac:
[G(6.0) 9(0.¢) dA =0,
A

przy czym g(@,¢) jest czynnikiem ortogonalizujacym odpowiadajacym prawej stronie funkcji
ugiecia (9). Ostatecznie warunek ortogonalizacji przedstawia si¢ nastepujaco:

7T—91 27
I '[G(H,(/))sin{ﬂ(e_el)} sin{”(a_al)m(p}sinse dode =0. (14)
6, 0 7Z'—291 7[—291

Rozwiazanie warunku ortogonalizacyjnego (14) prowadzi do nastepujacego réwnania
r6zniczkowego ruchu powtoki:

d’¢ 3
s+Ld+Lysg +3¢ =0, (15)
dr
gdzie: 4:% - bezwymiarowa amplituda funkcji ugiecia,
g Eh? .
=t vl bezwymiarowy czas,
Y
R3
S :EO h_3 - bezwymiarowy parametr obciazenia powierzchniowego,
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L; - state zalezne od kata®,, liczby m i liczby Poissona.

Obciazenie powtoki, czyli rownoleznikowa sita powierzchniowa, zmienia si¢ w czasie.
Przyjeto, ze bezwymiarowy parametr obciazenia powierzchniowego jest nastgpujaca funkcja
czasu:

s=cr7, (16)
gdzie: ¢ - predkosc obciazenia.
Réwnanie ruchu powtoki mozna rozwiaza¢ tylko w sposéb przyblizony. Wykorzystano do tego
celu metode Runge-Kutta. Stosowano warunki poczatkowe:

r=0; ¢=f, , 5o, (17)
dr

4. Przyklad liczbowy i wnioski

Do rozwiazania metoda Runge-Kutta rownania ruchu powtoki (15) potrzebne sa wartosci
statych L;. Wartosci tych statych dla wybranych wartosci 6, przy v = 0,3 podano w tablicy 1.

Nalezy zaznaczy¢, ze rownanie (17) nie ma rozwiazan dla 6, o wartosciach /6, 3/10, 5z/14, CO
wynika z przyjetej postaci funkcji ugigcia i funkcji sit.

Celem rozwiazania zagadnienia statecznosci jest wyznaczenie obciazenia krytycznego. Przyjeto
nastepujace kryterium utraty statecznosci [2] : pow/oka traci statecznosé, gdy bezwymiarowa
amplituda ugiecia osiqga wartos¢ odpowiadajgcq grubosci, czyli przy £ =1. Obciazenie krytyczne
jest wtedy okreslane nastepujaco:

Skr = C Ty » (18)
gdzie: 7y, - czas krytyczny.

6.00 —
c=0,05; m=2; fo=-0,05

"g. 4.00 —
8 N
§ 2.00 —

1

1

0.00 — 1

1

T | T | TT | T | T |
0.00 10.00 20.00 30.00 40.00 50.00

Bezwymiarowy czas

Rys. 2. Sposob wyznaczania T,
Fig. 2. Geometric illustration of the critical time
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Czas krytyczny wyznacza si¢ z wykresow we wspotrzednych ¢ —z, uzyskiwanych z
rozwiazan rownania (15) przy ustalonych wymiarach powtoki, dla réznych wartosci liczby m. Jest
to najkrotszy czas potrzebny do osiagnigcia przez bezwymiarowa amplitude ugigcia wartosci
rownej 1. Wartos¢ liczby m wyznaczajaca czas krytyczny to wartos¢ krytyczna tej liczby - my, ;
liczba ta okresla forme utraty statecznosci. Sposéb wyznaczania czasu krytycznego pokazano na
rysunku 2.

Tab. 1. Wspoiczynniki réwnania ruchu
Tab. 1. The coefficients of the equation of motion

L L, L,

m 6:="4, 91=% 6=, 91=% 6="4, 91=%
1 2,77314 7,73561 2,31230 2,70956 0,0709104 | 0,0445073
2 5,38475 11,7654 4.62460 5,41913 0,0920874 0,103314
3 14,7143 22,9132 6,93691 8,12870 0,0923376 0,110917
4 38,2273 47.8263 9,24921 10,8382 0,0922528 0,113219
5 86,3751 95,8107 11,5615 13,5478 0,0921870 0,114221
6 172,595 178,831 13,8738 16,2574 0,0921445 0,114747

4.00 —

3.00 —

c=0,01; m=2; fo=0,05

2.00 —

Bezvwymiarowa amplituda

1.00 —

0.00

40.00 80.00 120.00 160.00
Bezwymiarowy czas

0.00

Rys. 3. Przebieg zjawiska przy ¢ =0,01
Fig. 3. Dynamical path of motion (c = 0,01)

Na rysunkach 3 i 4 pokazano rozwiazania rownania (17) dla roznych predkosci obciazenia
(rozwiazania pokazane na rysunkach 2, 3 i 4 sporzadzono dla ¢,=z/12 i f, =%0,05; wartosci

liczby m podane na tych rysunkach to wartosci m, ). Jak z rysunku 3 wida¢ proces utraty
statecznosci przy predkosci ¢ = 0,01 rozpoczyna si¢ drganiami 0 wzrastajacej stopniowo
amplitudzie. Gdy amplituda osiagnie potrzebng wartos¢ nastepuje jej gwattowny wzrost
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I powloka traci statecznos¢ zgodnie z przyjetym kryterium. Po okresie gwattownego wzrostu
amplitudy powtoka ponownie wpada w drgania; sa to drgania nieliniowe. Podobnie zjawisko
przebiega przy c¢ =0,1. Nieco odmiennie przedstawia si¢ to przy predkosci ¢ = 1,0. Ruch jest tu
na poczatku ruchem nieokresowym (rys. 4), potem nastgpuje gwattowny wzrost ugigcia powtoki
I utrata statecznosci, a nastgpnie pojawiaja si¢ nieliniowe drgania.

16.00 —
12.00 — c=1,0; m=2; fo=0,05
: ]
g 8.00 —
%
4.00 —
0.00
I | I | I | I | I |
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00

Bezwymiarowy czas

Rys. 4. Przebieg zjawiska przy ¢ = 1,0
Fig. 4. Dynamical path of the motion (c = 1,0)

Aby oceni¢ wptyw wymiarow powtoki oraz predkosci obciazenia na wartos¢ obciazenia
krytycznego rozwiazywano réwnanie (15) dla réznych wartosci tych wielkosci. Wyniki obliczen
zamieszczono w tablic 2 (liczby stojace w nawiasach przy wartosciach momentow krytycznych to
liczby my,)

Tab. 2. Wartosci obcigzen krytycznych ( f, =+0,05)
Tab. 2. Values of the critical load ( f, =+0,05)

Skr
6, c=0,01 c=01 C=10
7/12 1,20 (2) 1,34 (2) 1,92 (2)
7[/5 2,21 (2) 2,34 (2) 2,86 (2)
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Z porownania wartosci bezwymiarowego parametru obciazenia krytycznego zamieszczonych
w tablic 2 wynikaja nastgpujace wnioski:

- wartos¢ obciazenia krytycznego wzrasta wraz ze wzrostem predkosci obciazenia,

- wzrost kata 6, zwigksza odpornos¢ powtoki na utrate statecznosci.
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